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Zadanie 1
Wykazać, że jeśli f, g : R→ [−∞,∞] sa̧ funkcjami mierzalnymi, to
(a) ich suma i różnica (o ile sa̧ dobrze określone) sa̧ także funkcjami mierzalnymi,
(b) ich iloczyn jest funkcja̧ mierzalna̧ (stosujemy konwencjȩ: 0 · ∞ = 0).

Zadanie 2
Dowieść, że jeśli g:R → [−∞,∞] jest funkcja̧ mierzalna̧ oraz g(x) 6= 0 dla x ∈ R,
to funkcja x 7→ 1

g(x) jest mierzalna. Wywnioskować sta̧d, że iloraz f
g dwóch funkcji

mierzalnych f, g:R→ [−∞,∞] jest mierzalny, o ile g(x) 6= 0 dla x ∈ R.

Zadanie 3
Wykazać, że jeśli f jest funkcja̧ mierzalna̧, to:
(a) [ f ] (czȩść caÃlkowita z f) jest funkcja̧ mierzalna̧,
(b) {x: |f(x)| < ∞} i {x: |f(x)| = ∞} sa̧ zbiorami mierzalnymi.

Zadanie 4
Wykazać, że każda funkcja monotoniczna f :R→ R jest borelowska.

Zadanie 5
Wykazać, że każda funkcja mierzalna przyjmuja̧ca dwie wartości rzeczywiste jest
postaci f(x) = a1A(x) + b, (a, b ∈ R, A ∈ ΣX).

Zadanie 6
Wykazać, że każda funkcja mierzalna przyjmuja̧ca skończenie wiele wartości rzeczy-
wistych jest funkcja̧ prosta̧.

Zadanie 7
Wykazać, że każda kombinacja liniowa funkcji prostych jest funkcja̧ prosta̧.

Zadanie 8
Wykazać, że dla każdej funkcji mierzalnej ograniczonej f : X → [a, b] i dowolnego
ε > 0 istnieje funkcja prosta g taka, że dla każdego x ∈ X mamy |f(x)− g(x)| < ε.

Zadanie 9
Na odwrót, jeśli f : X → R jest taka, że dla dowolnego ε > 0 istnieje funkcja prosta
mierzalna g speÃlniaja̧ca |f(x)− g(x)| < ε dla każdego x ∈ X, to f jest mierzalna i
ograniczona.


